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TÓM TẮT 
Trong bài báo này, chúng tôi trình bày các nội dung chính sau. Các khái niệm cơ bản về dạng 

toàn phương. Bao gồm: định nghĩa dạng toàn phương, dạng toàn phương xác định dương, dạng toàn 
phương xác định âm, dạng toàn phương không xác định dấu và dạng toàn phương chính tắc. Các 
khái niệm liên quan đến cực trị của hàm nhiều biến, như: cực đại, cực tiểu trên một miền, cực trị có 
điều kiện, cùng với các điều kiện cần và đủ để xác định cực trị. Một số ví dụ minh họa cụ thể, cho 
thấy cách áp dụng dạng toàn phương trong việc tìm cực trị có điều kiện của hàm nhiều biến số. 

Từ khóa: Hàm số nhiều biến số, cực đại, cực tiểu, cực tri, cực trị có điều kiện, dạng toàn 
phương, dạng toàn phương chính tắc 

1. ĐẶT VẤN ĐỀ 

Trong quá trình giảng dạy các học phần 
Toán cao cấp tại Trường Đại học Công nghiệp 
Quảng Ninh, sinh viên đã được làm quen với 
các bài toán tìm cực trị của hàm số nhiều biến. 
Tuy nhiên, nội dung giảng dạy chủ yếu tập trung 
vào các bài toán tìm cực trị tự do, trong khi các 
bài toán cực trị có điều kiện thường được giao 
cho sinh viên tự nghiên cứu. Điều này gây 
không ít khó khăn trong quá trình học tập, đặc 
biệt khi sinh viên tiếp cận các môn chuyên 
ngành yêu cầu kiến thức về tối ưu hóa. Chẳng 
hạn, trong bối cảnh thị trường có n  mặt hàng 

với giá tương ứng, hàm lợi ích biểu diễn mức độ 
hài lòng của người tiêu dùng là một hàm nhiều 
biến số. Nếu người tiêu dùng có ngân sách M , 
vấn đề đặt ra là: lựa chọn số lượng từng mặt 
hàng như thế nào để tối đa hóa lợi ích cá nhân. 
Đây là một ví dụ điển hình cho bài toán tìm cực 
trị có điều kiện trong thực tiễn. Nhằm giúp sinh 
viên hiểu và vận dụng được công cụ toán học 
để giải quyết các bài toán dạng này, bài báo giới 
thiệu phương pháp sử dụng dạng toàn phương 
trong việc xác định cực trị có điều kiện của hàm 
nhiều biến, thông qua các ví dụ minh họa cụ thể. 

2. NỘI DUNG NGHIÊN CỨU 

2.1. Tóm tắt lý thuyết 

2.1.1. Dạng toàn phương 

 Dạng toàn phương của n  biến 

1 2( , ,..., )nx x x   là biểu thức có dạng 

1 2 ij
1 1

( , ,..., )
n n

n i j
i j

f x x x a x x
 

        (1) 

 Biểu thức (1) gọi là dạng toàn phương 
xác định dương nếu nó luôn nhận giá trị dương 

với mọi bộ số thực 1 2, ,..., nx x x  không đồng thời 

bằng 0. 

 Biểu thức (1) gọi là dạng toàn phương 
xác định âm nếu nó luôn nhận giá trị âm với mọi 

bộ số thực 1 2( , ,..., )nx x x  không đồng thời bằng 0. 

 Một dạng toàn phương nhận cả giá trị 
âm và giá trị dương gọi là dạng toàn phương 
không xác định (không xác định dấu) [3, tr272]. 

 Dạng toàn phương chính tắc là dạng 
toàn phương có dạng 

2 2 2
1 1 2 2 ... n nf a y a y a y                 (2) 

Định lý 1. Một dạng toàn phương n  biến số là 

dạng toàn phương xác định dương khi và chỉ khi 
n  hệ số trong dạng chính tắc (2) đều là các số 

dương [5, tr273]. 

Định lý 2. Một dạng toàn phương n  biến số là 

dạng toàn phương xác định âm khi và chỉ khi n  

hệ số trong dạng chính tắc (2) đều là các số âm. 
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 Ngoài ra, một dạng toàn phương không 
xác định dấu khi và chỉ khi trong các hệ số ở 
dạng chính tắc có cả hệ số dương và hệ số âm. 

2.1.2. Định nghĩa cực trị.  

 Cho hàm số ( , )u f x y  xác định trên 

miền D , 0 0 0( , )M x y  là một điểm trong của D . 

Gọi V  là một lân cận nào đó của điểm 0M , ta 

nói:  

Hàm ( , )u f x y  đạt cực đại tại 0M  nếu 

với mọi M V  thì, 0( ) ( ) 0f M f M  , giá trị  

0( )f M  gọi là giá trị cực đại. 

 Hàm ( , )u f x y  đạt cực tiểu tại 0M  nếu 

với mọi M V  thì, 0( ) ( ) 0f M f M  , giá trị 

0( )f M  gọi là giá trị cực tiểu. 

 Cực đại, cực tiểu gọi chung là cực trị.  

 Người ta gọi cực trị của hàm ( , )u f x y , 

trong đó các biến số x  và y  thỏa mãn hệ thức 

( , ) 0g x y   là cực trị có điều kiện. [4, tr25]. 

 Định nghĩa tương tự với hàm n  biến. 

2.1.3. Điều kiện cần của cực trị. 

 Nếu hàm số ( , )u f x y  đạt cực trị tại 

điểm 0 0 0( , )M x y  mà tại đó các đạo hàm riêng tồn 

tại thì chúng bằng không tại điểm đó [4, tr26]. 

2.1.4. Điều kiện đủ của cực trị. 

 Giả sử 0 0 0( , )M x y  là một điểm dừng của 

hàm số ( , )u f x y , hàm ( , )f x y  có các đạo 

hàm riêng cấp hai tại lân cận của 0M ; các đạo 

hàm riêng ấy liên tục trong lân cận của 0M  và 

2
0( ) 0d f M  . Khi đó: 

 Nếu 2
0( ) 0d f M   thì hàm số đạt cực 

tiểu tại  0M .  

 Nếu 2
0( ) 0d f M   thì hàm số đạt cực đại 

tại 0M . 

2.2. Các ví dụ. 

VÍ dụ 1. Tìm cực trị của hàm số 2 2z x y   thỏa 

mãn điều kiện  1x y   . 

Giải: 

Lập hàm Lagrange   

( , , ) ( , ) ( , )L x y f x y g x y    

                   2 2 ( 1)x y x y      

( , ) 1 0g x y x y     

 Xét 

2 0

2 0

1 0

x

y

L x

L y

L x y




   
    
     

2

2
1 0

x

y

x y





  

  


  


1

2
1

2
1

x

y



 

 


 


 

Hàm số có 1 điểm dừng 
1 1

, , 1
2 2

  
 

 

2 22, 0, 2xyx y
L L L     2 2 22 2d L dx dy    

 Tại điểm 
1 1

, , 1
2 2

  
 

2 2 22 2d L dx dy   , đây là 

dạng toàn phương xác định dương. Vậy hàm số  

đạt cực tiểu tại điểm 
1 1 1

, ,
2 2 2CTz

   
 

 thỏa mãn 

điều kiện 1x y  . 

VÍ dụ 2. Tìm cực trị của hàm số 2z x y   thỏa 

mãn điều kiện  2 2 5x y  . 

Giải: 

Lập hàm Lagrange 

( , , ) ( , ) ( , )L x y f x y g x y    

          2 22 ( 5)x y x y      

2 2( , ) 5 0g x y x y     

Xét 
2 2

1 2 0

2 2 0

5 0

x

y

L x

L y

L x y




    


   
      2 2

1

2
1

5 0

x

y

x y





  

  

   


 

Hàm số có 2 điểm dừng  
1

1, 2,
2

   
 

, 
1

1, 2,
2

  
 

 

2 22 , 0, 2xyx y
L L L      2 2 22 2d L dx dy     

+) Tại điểm 
1

1, 2,
2

   
 

2 2 2d L dx dy   , đây là 

dạng toàn phương xác định dương. Vậy hàm số 

đạt cực tiểu tại điểm  1, 2  , 5CTz    thỏa mãn 

điều kiện 2 2 5x y   . 
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+) Tại điểm 
1

1, 2,
2

  
 

2 2 2d L dx dy    , đây là 

dạng toàn phương xác định âm. Vậy hàm số đạt 

cực đại tại điểm  1,2 , 5CDz   thỏa mãn điều 

kiện 2 2 5x y   

VÍ dụ 3. Tìm cực trị của hàm số u x y z     

thỏa mãn điều kiện 
1 1 1

1
x y z
     

Giải:  

Lập hàm Lagrange   

( , , ) ( , ) ( , )L x y f x y g x y    

   
1 1 1

1x y z
x y z


 

       
 

 

Xét  

2

2

2

1 0

1 0

1 0

1 1 1
1 0

x

y

z

L
x

L
y

L
z

L
x y z







    

    

    


      


2

2

2

1 1 1
1 0

x

y

z

x y z







 


  

    


 

Vậy hàm số có 4 điểm dừng:  3,3,3,9M , 

 1,1,1,1N  ,  1, 1,1,1P  ,  1,1, 1,1Q   

2 2 23 3 3

2 2 2
, ,

x y z
L L L

x y z

       , 0xy xz yzL L L      

2 2 2 2
3 3 3

2 2 2
d L dx dy dz

x y z

  
     

+) Tại điểm  3,3,3,9M   

2 2 2 22 2 2

3 3 3
d L dx dy dz    , đây là dạng toàn 

phương xác định dương. Vậy hàm số đạt cực 

tiểu tại điểm  3,3,3 , 9CTu   thỏa mãn điều kiện 

1 1 1
1

x y z
   . 

+) Tại điểm  1,1,1,1N   

2 2 2 22 2 2d L dx dy dz     , đây là dạng toàn 

phương không xác định dấu. Vậy hàm số không 

đạt cực trị tại điểm  1,1,1 . 

+) Tại điểm  1, 1,1,1P   

2 2 2 22 2 2d L dx dy dz    , đây là dạng toàn 

phương không xác định dấu. Vậy hàm số không 

đạt cực trị tại điểm  1, 1,1 . 

+) Tại điểm (1,1, 1,1)Q   

2 2 2 22 2 2d L dx dy dz    , đây là dạng toàn 

phương không xác định dấu. Vậy hàm số không 

đạt cực trị tại điểm  1,1, 1 . 

Ví dụ 4. Xét thị trường gồm hai mặt hàng  ,  x y  

với giá tương ứng là  ,  p q . Giả sử, sở thích 

của người tiêu dùng được phản ánh thông qua 
hàm lợi ích tiêu dùng:  

  2 2,  3 2 2025f x y x y    . 

Cho biết giá của các mặt hàng tương 

ứng là    6 $ ; 4 $p q  , và thu nhập dành cho 

tiêu dùng là 2030($) . Hãy xác định lượng cầu 

đối với mỗi mặt hàng nếu người tiêu dùng tối đa 
hoá lợi ích của mình 

Giải: 

 Bản chất của bài toán này là người tiêu 
dùng có 2030($)  cần mua bao nhiêu mặt hàng 

x  và bao nhiêu mặt hàng y  sao cho lợi ích là 

lớn nhất? Hay nói một cách toán học là: Tìm 

 ,  x y  sao cho hàm lợi ích  

   2 2,  3 2 2025f x y x y     

 là lớn nhất với điều kiện 6 4 2030x y   

Ta có hàm Lagrange là: 

2 23 2 2025 )(6 4 2030xL x y y       

Với ( , ) 6 4 2030 0g x y x y     

Xét  

4

6 6

0

6 20 03

0

4 4

0

L xx

L

L x y

yy







    

    

   







203

203

203

x

y





 
 

 

Khi đó ta có. Tại điểm (203, 203) , với 203   

thì  

2 6
x

L   , 2 4
y

L   , 0xyL   

 2 2 26 4d L dx dy    . 

Đây là dạng toàn phương xác định âm 
cho nên hàm lợi ích đạt cực đại tại (203, 203) . 
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Như vậy người tiêu dùng với số tiền  2030 $  thì 

nên mua 203  sản phẩm x  và 203  sản phẩm y  

thì có lợi nhất. 

3. KẾT LUẬN 

Xuất phát từ những khó khăn mà sinh viên 
thường gặp phải trong quá trình học tập và 
nghiên cứu, đặc biệt là khi tiếp cận các bài toán 
tìm cực trị có điều kiện của hàm nhiều biến. Bài 
báo này đã tổng hợp lại một số phương pháp sử 
dụng dạng toàn phương như một công cụ hiệu 

quả để giải quyết vấn đề trên. Các ví dụ cụ thể 
đề xuất trong bài báo đã minh họa được quy 
trình áp dụng lý thuyết vào thực hành. Hơn thế, 
Ví dụ 4 cho thấy kết quả thu được có thể vận 
dụng để giải quyết một bài toán thực tiễn trong 
kinh tế học. Đây là phương pháp có tính hệ 
thống, ngắn gọn, dễ hiểu và phù hợp để hỗ trợ 
sinh viên trong học tập cũng như nghiên cứu 
các bài toán tối ưu có ràng buộc sau này. 
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ABSTRACT:  
In this paper, we present three main contents, including. Basic concepts of quadratic forms, 

including: definition of quadratic forms, positive definite forms, negative definite forms, indefinite 
forms, and canonical quadratic forms. Concepts related to extrema of multivariable functions, such 
as: maximum, minimum on the domain, conditional extrema, along with necessary and sufficient 
conditions to determine extrema. Some specific illustrative examples, showing how to apply quadratic 
forms in finding conditional extrema of multivariable functions 
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