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TÓM TẮT  
Mục đích của bài báo này là mở rộng các kết quả của R. Kannan [1] và J. Gócrnicki [2] cho lớp không 

gian b- metric mạnh. Cụ thể, chúng tôi sử dụng hàm điều khiển để thiết lập một số điều kiện đủ để ánh xạ 
kiểu Kannan có duy nhất điểm bất động và dãy lặp Picard hội tụ về điểm bất động trong không gian b- 
metric mạnh. 

Từ khoá: điểm bất động, ánh xạ co, ánh xạ kiểu Kannan, không gian metric, không gian b-metric mạnh. 

1. ĐẶT VẤN ĐỀ  

Năm 1968, R. Kannan [1] đã chứng minh định 

lý sau đây. 

Định lý 1. [1] Cho (𝑋, 𝑑) là không gian metric 

đầy đủ và ánh xạ 𝑇 từ 𝑋 vào chính nó. Giả sử tồn 

tại hằng số 𝑟 ∈ ቂ0,
ଵ

ଷ
ቁ sao cho với mọi 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋 ta có: 

𝑑(𝑇𝑎, 𝑇𝑏) ⩽ 𝑟(𝑑(𝑎, 𝑇𝑎) + 𝑑(𝑏, 𝑇𝑏)) 

Khi đó, 𝑇 có điểm bất động duy nhất. Hơn thế, 

với mỗi 𝑎 ∈ 𝑋  dãy lặp 𝑇𝑎  hội tụ về điểm bất 

động của  𝑇. 

Ánh xạ thỏa mãn giả thiết của Định lý 1 được 

gọi là ánh xạ Kannan. Trong kết quả của Kannan 

ông đã chỉ ra một trường hợp cụ thể của ánh xạ 

Kannan là không liên tục. Một ứng dụng quan 

trọng của ánh xạ Kannan là có thể mô tả tính đầy 

đủ của không gian theo tính chất điểm bất động 

của ánh xạ. Do đó, lớp ánh xạ trong Định lý 1 của 

Kannan đã thu hút sự quan tâm nghiên cứu của 

nhiều tác giả trong và ngoài nước như J. Górnicki 

[2], G. Hiranmoy và cộng sự [3] và nhiều tác giả 

khác. 

Ta kí hiệu các lớp hàm điều khiển sau đây: 

𝒮 = ቄ𝑓: (0, ∞) → ቂ0,
ଵ

ଶ
ቁ : 𝑓(𝑡) →

ଵ

ଶ
 kéo theo 𝑡 → 0 

khi 𝑛 → ∞}. 

ℋ = ቄ𝜑: (0, ∞) → ቂ0,
ଵ

ଷ
ቁ : 𝜑(𝑡) →

ଵ

ଷ
 kéo theo 𝑡 →

0 khi 𝑛 → ∞}. 

Bằng việc sử dụng lớp các hàm điều khiển 

trên, năm 2018, J.Górnicki đã chứng minh được 

các kết quả sau đây: 

Định lý 2. [2] Cho (𝑋, 𝑑) là không gian metric 

đầy đủ và ánh xạ 𝑇 từ 𝑋 vào chính nó. Giả sử  tồn 

tại hàm 𝑓 ∈ 𝒮 sao cho với mỗi 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋 và 𝑎 ≠ 𝑏, 

ta luôn có 

𝑑(𝑇𝑎, 𝑇𝑏) ⩽ 𝑓(𝑑(𝑎, 𝑏))(𝑑(𝑎, 𝑇𝑎) + 𝑑(𝑏, 𝑇𝑏)) 

Khi đó, 𝑇 có điểm bất động duy nhất. Hơn 

thế, với mỗi 𝑎 ∈ 𝑋 dãy lặp 𝑇𝑎 hội tụ về điểm bất 

động của 𝑇. 

Định lý 3. [2] Cho (𝑋, 𝑑) là không gian metric 

đầy đủ và ánh xạ 𝑇 từ 𝑋 vào chính nó. Giả sử tồn 

tại hàm 𝜑 ∈ ℋ sao cho với mỗi 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋 và 𝑎 ≠ 𝑏, 

ta luôn có 

𝑑(𝑇𝑎, 𝑇𝑏) ⩽ 𝜑(𝑑(𝑎, 𝑏))(𝑑(𝑎, 𝑇𝑎) + 𝑑(𝑏, 𝑇𝑏)

+ 𝑑(𝑎, 𝑏)) 

Khi đó, 𝑇 có điểm bất động duy nhất. Hơn 

thế, với mỗi 𝑎 ∈ 𝑋 dãy lặp 𝑇𝑎 hội tụ về điểm bất 

động của 𝑇. 

Có thể thấy các kết quả trên của J. Górnicki 

là mở rộng và phát triển Định lý 1 của Kannan. 

Trong bài báo này, chúng tôi mở rộng Định lý 2 

và Định lý 3 cho không gian b- metric mạnh.  
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2.NỘI DUNG 

Đầu tiên, chúng tôi nhắc lại một số khái niệm 

và tính chất của không gian 𝑏-metric mạnh. 

Định nghĩa 1. [4] Cho 𝑋 là một tập khác rỗng 

và số thực 𝐾 ⩾ 1. Hàm 𝐷: 𝑋 × 𝑋 → [0; +∞) được 

gọi là 𝑏-metric mạnh trên 𝑋 nếu: 

(D1) 𝐷(𝑎, 𝑏) = 0 nếu và chỉ nếu 𝑎 = 𝑏; 

(D2) 𝐷(𝑎, 𝑏) = 𝐷(𝑏, 𝑎) với mọi 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋; 

(D3) 𝐷(𝑎, 𝑏) ⩽ 𝐷(𝑎, 𝑐) + 𝐾𝐷(𝑐, 𝑏) với mọi 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈

𝑋. 

Khi đó, cặp (𝑋, 𝐷, 𝐾) được gọi là không gian 

𝑏-metric mạnh. 

Định nghĩa 2. [4] Cho (𝑋, 𝐷, 𝐾) là không gian 

𝑏-metric mạnh, {𝑎} là một dãy các phần tử trong 

𝑋 và 𝑎 ∈ 𝑋. Khi đó: 

(i) Dãy {𝑎}  được gọi là hội tụ đến 𝑎  nếu 

lim→ஶ  𝐷(𝑎, 𝑎) = 0 . Ta kí hiệu lim→ஶ  𝑎 = 𝑎 

hoặc 𝑎 → 𝑎 khi 𝑛 → ∞. 

(ii) {𝑎} được gọi là dãy Cauchy trong 𝑋 nếu 

lim,→ஶ  𝐷(𝑎, 𝑎) = 0. 

(iii) Không gian 𝑏-metric mạnh (𝑋, 𝐷, 𝐾) được 

gọi là không gian 𝑏-metric mạnh đầy đủ nếu mọi 

dãy Cauchy trong 𝑋 là hội tụ. 

(iv) Không gian 𝑏-metric mạnh (𝑋, 𝐷, 𝐾) được 

gọi là không gian 𝑏-metric mạnh compact nếu 

mọi dãy trong 𝑋 dều chứa một dãy con hội tụ. 

Mệnh đề 1. [4] Cho {𝑎} là một dãy các phần 

tử trong không gian 𝑏-metric manh (𝑋, 𝐷, 𝐾) và 

giả sử 

  

ஶ

ୀଵ

𝐷(𝑎 , 𝑎ାଵ) < ∞ 

Khi đó {𝑎} là một dãy Cauchy. 

Kí hiệu 𝒮 = ቄ𝑓: (0, ∞) → ቂ0,
ଵ

ଶ
ቁ : 𝑓(𝑡) →

ଵ

ଶ
 kéo 

theo 𝑡 → 0 khi 𝑛 → ∞}. 

ℋ = ቄ𝜑: (0, ∞) → ቂ0,
ଵ

ଷ
ቁ : 𝜑(𝑡) →

ଵ

ଷ
 kéo theo 𝑡 →

0 khi 𝑛 → ∞}. 

Sử dụng lớp các hàm điều khiển trên chúng 

tôi mở rộng kết quả của J. Gó rnicki [2]. 

Định lý 4. Cho (𝑋, 𝐷, 𝐾)  là không gian b-

metric mạnh dầy dủ và ánh xạ 𝑇 từ 𝑋 vào chính 

nó. Giả sử rằng tồn tại hàm 𝑓 ∈ 𝒮 sao cho với mỗi 

𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋 và 𝑎 ≠ 𝑏, ta luôn có 

𝐷(𝑇𝑎, 𝑇𝑏) ⩽ 𝑓(𝐷(𝑎, 𝑏))(𝐷(𝑎, 𝑇𝑎) + 𝐷(𝑏, 𝑇𝑏)) 

Khi đó, 𝑇 có điểm bất động duy nhất. Hơn 

thế, với mỗi 𝑎 ∈ 𝑋 dãy lặp 𝑇𝑎 hội tụ về điểm bất 

động của  𝑇. 

Chứng minh. Chọn 𝑎 ∈ 𝑋 và ta định nghĩa 

dãy {𝑎} trong 𝑋  bởi công thức 𝑎ାଵ = 𝑇𝑎  với 

mọi 𝑛 ⩾ 0. Nếu có một số tự nhiên 𝑛 nào đó thỏa 

mãn 𝑎ାଵ = 𝑎 thì 𝑎 là điểm bất động của 𝑇. Do 

đó, giả sử rằng 𝑎ାଵ ≠ 𝑎 với mọi 𝑛 ⩾ 0. Ta đặt 

𝐷 = 𝐷(𝑎, 𝑎ାଵ) với mọi 𝑛 ⩾ 0. Theo giả thiết, ta 

có 

𝐷ାଵ = 𝐷(𝑎ାଵ, 𝑎ାଶ) = 𝐷(𝑇𝑎, 𝑇𝑎ାଵ)

 ⩽ 𝑓൫𝐷(𝑎, 𝑎ାଵ)൯൫𝐷(𝑎, 𝑇𝑎) + 𝐷(𝑎ାଵ, 𝑇𝑎ାଵ)൯

 <
1

2
൫𝐷(𝑎, 𝑇𝑎) + 𝐷(𝑎ାଵ, 𝑇𝑎ାଵ)൯

 =
1

2
(𝐷 + 𝐷ାଵ), 𝑛 = 0,1, …

 

Từ đó suy ra 𝐷ାଵ < 𝐷 với mọi 𝑛 ⩾ 0. Điều 

đó chứng tỏ {𝐷} là một dãy giảm các số thực 

không âm và bị chặn dưới. Do đó, tồn tại số thực 

𝜂 ⩾ 0 sao cho lim→ஶ  𝐷 = 𝜂. Giả sử 𝜂 > 0. Theo 

giả thiết, ta có 

𝐷(𝑎ାଵ, 𝑎ାଶ) ⩽ 𝑓൫𝐷(𝑎, 𝑎ାଵ)൯൫𝐷(𝑎, 𝑎ାଵ)

+ 𝐷(𝑎ାଵ, 𝑎ାଶ)൯ 

với mọi 𝑛 ⩾ 0. Từ đó suy ra 

𝐷ାଵ

𝐷 + 𝐷ାଵ
⩽ 𝑓(𝐷), 𝑛 = 0,1, … 

Cho 𝑛 → ∞ , ta thu được lim→ஶ  𝑓(𝐷) ⩾
ଵ

ଶ
. 

Bởi 𝑓 ∈ 𝒮 nên lim→ஶ  𝐷 = 𝜂 = 0. Mặt khác, với 

𝑚 ≠ 𝑛, ta có 

𝐷(𝑎ାଵ, 𝑎ାଵ) ≤ 𝑓൫𝐷(𝑎, 𝑎)൯൫𝐷(𝑎, 𝑎ାଵ)

+ 𝐷(𝑎, 𝑎ାଵ)൯ <
1

2
(𝐷 + 𝐷) 

Cho 𝑛, 𝑚 → ∞  ta được 

lim,→ஶ  𝐷(𝑎ାଵ, 𝑎ାଵ) = 0. Vậy {𝑎} là một dãy 

Cauchy trong 𝑋. Do tính đầy đủ của 𝑋 nên tồn tại 
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𝑎‾ ∈ 𝑋 sao cho lim→ஶ  𝑎 = 𝑎‾. Khi đó với 𝑛 ⩾ 1, ta 

có 

𝐷(𝑇𝑎‾, 𝑎‾) ⩽ 𝐷(𝑇𝑎, 𝑇𝑎‾) + 𝐾𝐷(𝑇𝑎, 𝑎‾)

⩽ 𝑓൫𝐷(𝑎, 𝑎‾)൯(𝐷(𝑎, 𝑇𝑎)

+ 𝐷(𝑎‾, 𝑇𝑎‾)) + 𝐾𝐷(𝑎ାଵ, 𝑎‾). 

Từ đó suy ra 

𝐷(𝑇𝑎‾, 𝑎‾) ⩽
𝑓൫𝐷(𝑎, 𝑎‾)൯

1 − 𝑓൫𝐷(𝑎, 𝑎‾)൯
𝐷

+
𝐾

1 − 𝑓൫𝐷(𝑎, 𝑎‾)൯
𝐷(𝑎ାଵ, 𝑎‾) 

với mọi 𝑛 ⩾ 1. Cho 𝑛 → ∞ ta được 𝑇𝑎‾ = 𝑎‾. 

Giả sử 𝑏‾ cũng là điểm bất động của 𝑇. Theo 
giả thiết, ta có 

𝐷(𝑎‾, 𝑏‾) = 𝐷(𝑇𝑎‾, 𝑇𝑏‾)

⩽ 𝑓(𝐷(𝑎‾, 𝑏‾))(𝐷(𝑎‾, 𝑇𝑎‾)

+ 𝐷(𝑏‾, 𝑇𝑏‾)) = 0 

Vì vậy 𝐷(𝑎‾, 𝑏‾) = 0 hay 𝑎‾ = 𝑏‾. Vậy 𝑇 có điểm 

bất động duy nhất 𝑎‾ ∈ 𝑋 . Định lý được chứng 
minh. 

Ví dụ 1. Lấy 𝑋 = {0,1,2}  và 𝐷: 𝑋 × 𝑋 →

[0, +∞) xác định bởi 

𝐷(0,0) = 𝐷(1,1) = 𝐷(2,2) = 0,

𝐷(0,1) = 𝐷(1,0) =
1

2
,

𝐷(0,2) = 𝐷(2,0) = 6,
𝐷(1,2) = 𝐷(2,1) = 5.

 

Xét ánh xạ 𝑇: 𝑋 → 𝑋  được định nghĩa bởi 

𝑇0 = 0, 𝑇1 = 0, 𝑇2 = 1, hàm 𝑓 ∈ 𝒮 được cho bởi 

𝑓(𝑡) =
ଵ

ଶ
𝑒

ష

ల , 𝑡 > 0  và 𝑓(0) ∈ ቂ0,
ଵ

ଶ
ቁ . Khi đó 

(𝑋, 𝐷, 𝐾 = 2) là không gian 𝑏-metric mạnh đầy đủ 
nhưng không là không gian metric vì 

6 = 𝐷(2,0) > 𝐷(2,1) + 𝐷(1,0) =
11

2
. 

Do đó, Định lý 2 không áp dụng được. Mặt 
khác, ta có 

𝐷(𝑇0, 𝑇1) = 𝐷(0,0) = 0 <
1

4
𝑒

ିଵ
ଵଶ

= 𝑓(𝐷(0,1))(𝐷(0, 𝑇0) + 𝐷(1, 𝑇1)) 

𝐷(𝑇1, 𝑇2) = 𝐷(0,1) =
1

2
<

11

4
𝑒

ିହ


= 𝑓(𝐷(1,2))(𝐷(1, 𝑇1) + 𝐷(2, 𝑇2)) 

𝐷(𝑇2, 𝑇0) = 𝐷(1,0) =
1

2
<

5

2𝑒
= 𝑓(𝐷(2,0))(𝐷(2, 𝑇2)

+ 𝐷(0, 𝑇0)). 

Do đó, ánh xạ 𝑇 thỏa mãn tất cả các điều kiện 

của Định lý 4. Dễ thấy 𝑇 có điểm bất động duy 

nhất hay 𝑎‾ = 0. 

Định lý 5. Cho (𝑋, 𝐷, 𝐾)  là không gian b-

metric manh dầy đủ và ánh xạ 𝑇 từ 𝑋 vào chính 

nó. Giả sử rằng tồn tại hàm 𝜑 ∈ ℋ sao cho với 

mỗi 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋 và 𝑎 ≠ 𝑏, ta luôn có 

𝐷(𝑇𝑎, 𝑇𝑏) ⩽ 𝜑(𝐷(𝑎, 𝑏))(𝐷(𝑎, 𝑇𝑎) + 𝐷(𝑏, 𝑇𝑏)

+ 𝐷(𝑎, 𝑏)). 

Khi đó, 𝑇 có điểm bất động duy nhất. Hơn 

thế, với mỗi 𝑎 ∈ 𝑋 dãy lặp 𝑇𝑎 hội tụ về điểm bất 

động của  𝑇. 

Chứng minh. Lấy 𝑎 ∈ 𝑋  và ta định nghĩa 

dãy {𝑎} trong 𝑋  bởi công thức 𝑎ାଵ = 𝑇𝑎  với 

mọi 𝑛 ⩾ 0 . Nếu tồn tại số tự nhiên 𝑛  sao cho 

𝑎ାଵ = 𝑎 thì 𝑎 là điểm bất động của 𝑇. Do đó, 

ta giả sử rằng 𝑎ାଵ ≠ 𝑎 với mọi 𝑛 ⩾ 0. Đặt 𝐷 =

𝐷(𝑎, 𝑎ାଵ) với mọi 𝑛 ⩾ 0. Theo giả thiết, ta có: 

 𝐷ାଵ = 𝐷(𝑎ାଵ, 𝑎ାଶ) = 𝐷(𝑇𝑎, 𝑇𝑎ାଵ) 

⩽ 𝜑൫𝐷(𝑎, 𝑎ାଵ)൯𝐷(𝑎, 𝑇𝑎)

+ 𝐷(𝑎ାଵ, 𝑇𝑎ାଵ)𝐷(𝑎, 𝑎ାଵ) 

<
1

3
൫𝐷(𝑎, 𝑎ାଵ) + 𝐷(𝑎ାଵ, 𝑎ାଶ) + 𝐷(𝑎, 𝑎ାଵ)൯

=
1

3
(2𝐷 + 𝐷ାଵ), 𝑛 = 0,1, … 

Từ đó suy ra 𝐷ାଵ < 𝐷 với mọi 𝑛 ⩾ 0. Vì vậy 
{𝐷} là một dãy giảm các số thực không âm và bị 

chặn dưới. Do đó tồn tại số thực 𝜂 ⩾ 0 sao cho 

lim
→ஶ

 𝐷 = 𝜂 

Giả sử rằng 𝜂 > 0. Bởi giả thiết, ta có 

𝐷(𝑎ାଵ, 𝑎ାଶ) ⩽ 𝜑൫𝐷(𝑎, 𝑎ାଵ)൯൫2𝐷(𝑎, 𝑎ାଵ)

+ 𝐷(𝑎ାଵ, 𝑎ାଶ)൯ 

với mọi 𝑛 ⩾ 0. Điều đó chứng tỏ 

𝐷ାଵ

2𝐷 + 𝐷ାଵ
⩽ 𝜑(𝐷), 𝑛 = 0,1, … 
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Cho 𝑛 → ∞  ta thu được lim→ஶ  𝜑(𝐷) ⩾
ଵ

ଷ
. 

Bởi 𝜑 ∈ ℋ nên 𝜂 = 0. Vì vậy lim→ஶ  𝐷 = 0. Mặt 

khác, với 𝑚 ≠ 𝑛, ta có 

 𝐷(𝑎ାଵ, 𝑎ାଵ) ⩽ 𝜑൫𝐷(𝑎, 𝑎)൯൫𝐷(𝑎, 𝑎ାଵ)

+ 𝐷(𝑎, 𝑎ାଵ) + 𝐷(𝑎, 𝑎)൯ 

  <
1

3
(𝐷(𝑎, 𝑎ାଵ) + 𝐷(𝑎, 𝑎ାଵ) + 𝐾𝐷(𝑎, 𝑎ାଵ) 

+𝐷(𝑎ାଵ, 𝑎ାଵ) + 𝐾𝐷(𝑎, 𝑎ାଵ)൯ 

Do đó, 

𝐷(𝑎ାଵ, 𝑎ାଵ) <
𝐾 + 1

2
(𝐷 + 𝐷) với mọi 𝑚

≠ 𝑛.  

Cho 𝑛, 𝑚 → ∞  ta được 

lim,→ஶ  𝐷(𝑎ାଵ, 𝑎ାଵ) = 0. Vậy {𝑎} là một dãy 

Cauchy trong 𝑋. Do tính đầy đủ của 𝑋 nên ta có 

lim→ஶ  𝑎 = 𝑎‾ ∈ 𝑋. Khi đó, 

𝐷(𝑇𝑎‾, 𝑎‾)  ⩽ 𝐷(𝑇𝑎, 𝑇𝑎‾) + 𝐾𝐷(𝑇𝑎, 𝑎‾) 

⩽ 𝜑൫𝐷(𝑎, 𝑎‾)൯൫𝐷(𝑎, 𝑇𝑎) + 𝐷(𝑎‾, 𝑇𝑎‾) + 𝐷(𝑎, 𝑎‾)൯ 

+𝐾𝐷(𝑎ାଵ, 𝑎‾) với mọi 𝑛 ⩾ 1 

Từ đó ta có 

𝐷(𝑇𝑎‾, 𝑎‾) ⩽
𝜑൫𝐷(𝑎, 𝑎‾)൯

1 − 𝜑൫𝐷(𝑎, 𝑎‾)൯
𝐷

+
𝜑൫𝐷(𝑎, 𝑎‾)൯

1 − 𝜑൫𝐷(𝑎, 𝑎‾)൯
𝐷(𝑎, 𝑎‾) 

+
𝐾

1 − 𝜑൫𝐷(𝑎, 𝑎‾)൯
𝐷(𝑎ାଵ, 𝑎‾) với mọi 𝑛 ⩾ 1. 

Cho 𝑛 → ∞ ta thu được 𝑇𝑎‾ = 𝑎‾. 

Giả sử 𝑏‾ cũng là điểm bất động của 𝑇. Theo 

giả thiết, ta có 

𝐷(𝑎‾, 𝑏‾) = 𝐷(𝑇𝑎‾, 𝑇𝑏‾)

⩽
1

3
(𝐷(𝑎‾, 𝑇𝑎‾) + 𝐷(𝑏‾, 𝑇𝑏‾)

+ 𝐷(𝑎‾, 𝑏‾)). 

Điều này tương đương với 

2

3
𝐷(𝑎‾, 𝑏‾) ⩽

1

3
(𝐷(𝑎‾, 𝑇𝑎‾) + 𝐷(𝑏‾, 𝑇𝑏‾)) = 0. 

Từ đó suy ra 𝐷(𝑎‾, 𝑏‾) = 0 hay 𝑎‾ = 𝑏‾. Vậy 𝑇 có 

điểm bất động duy nhất. 𝑎‾ ∈ 𝑋 . Định lý được 

chứng minh. 

3. KẾT LUẬN 

Được bắt nguồn từ kết quả của Banach 

chứng minh năm 1922, Nguyên lý ánh xạ co 

Banach được rất nhiều tác giả trong và ngoài 

nước quan tâm phát triển bằng hai cách: 

Thay thế không gian metric  (𝑋, 𝑑)  bằng 

không gian tổng quát hơn. 

Thay thế điều kiện co bằng các điều kiện co 

tổng quát hơn. 

Trong bài báo này, chúng tôi thay thế hằng số 

co r trong điều kiện co bởi hàm điều khiển và 

chứng minh trên không giam metric suy rộng thu 

được các kết quả  có nội dung trong Định lý 4 và 

Định lý 5.  Hơn thế, chúng tôi lấy ví dụ và chỉ ra 

rằng kết quả của Banach và của kannan là không 

áp dụng được.
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